Angle solide :

e Définition

De fagon comparable & un angle, qui est une grandeur sans dimension définissant la portion
d’espace délimitée par le centre d’un cercle et une partie de la circonférence de ce cercle, un
angle solide est une grandeur sans dimension qui définit la portion d’espace délimitée par le
centre d’une sphere et une partie de la surface de cette sphere.

Soit une spheére de centre 0 et de rayon R, et un élément de surface dS sur cette sphere.
L’angle solide dQ qui définit la portion d’espace délimitée par le centre de la sphére et I’élément
de surface dS est defini par :

ds
d.Q — F
L’angle dQ est exprimé en stéradian  (sr), nombre sans  dimension.
Si on considére la portion d’espace délimitée par un quart de sphére de rayon R, I’angle solide
correspondant est 2 = 4mR*/8R* = /2 (sr)

e Généralisation

Si on prend un ¢élément de surface quelconque infiniment petit dS’ (assimilé a la surface d'un
cercle infiniment petit) situé autour d’un point M et incliné d’un angle 3 par rapport a dS, on a
dS = dS’'cos f = dS’ u.n
d’ou

dS dS'.cos(B) dS'

Wep=—r ~E"

u = 0M/OM vecteur unitaire dirigé dans le sens OM
N : vecteur unitaire perpendiculaire a dS’ au point M



Donc 1’élément d’angle solide qui définit la portion d’espace comprise entre un point 0 et une
surface élémentaire dS =dS.n (située autour d’un point M et présentant une orientation
quelcongue) est (avec r=OM)

ds.u
dQ = —;
r

En particulier, si 1’¢lément de surface dS est perpendiculaire a OM, on retrouve

ds
d.Q=—2
r

R

.n

Surfaces et angles solides élémentaires



EXEMPLES :

I. Angle solide délimité par un disque :

On découpe le disque en une succession de couronnes circulaires élémentaires, de largeur dr
et de méme axe OP, imbriquées les unes a l'intérieur des autres. Les éléments de surface
constituant chaque couronne élémentaire sont orientés en formant méme angle ¢ avec I’axe
du disque (schéma ci-dessous).

La surface d'une couronne élémentaire est :

dS = 2nrdr avecr = h tang

=> =
s (cosz(p) dg
d'ol dS = 2mh tang (Cosz(p) dp = 2mh? (_Ct:snzi) do
autre part, = avecalp) =
p () ¥~ Cos(e)
: cos?o
d'ou d2 = dS cosgoT

2

tang cos“p
0 = oo (L0, .
d mh cos2g cosQ 3 do

d) = 2n.sinpde
Pour couvrir tout le disque, on integre une infinité de couronnes circulaires élémentaires en

faisant varier ¢ entre 0 et 6/2. On en déduit 2 = 2 (1 — cos (%))

dQ = 217 sing do
a2
Q=) 2Z2rrsingpdgp
<0

=211 [-CcOS cp]gI2

o = 2m1(1-cos §)

Angle solide delimité par un disque et par un point P situé sur son axe

+Si 6 —> m,cos (2) —> 0et N—> 21

0
e Sif—> 0,cos (5) —> let2—>0



Il.  Angle solide délimité par un rectangle :

Quel est I’angle solide délimité par un rectangle de cotés a et b (capteur d’appareil photo ou de
caméscope numérique par exemple) et un point P situé¢ a une distance h sur 1’axe central de ce

rectangle ?

On suppose que, par exemple, le rectangle est centré en 0 et placé dans le plan xy.
On calcule I’angle solide d’un quart de ce rectangle, de coté p=a/2 et q=b/2 puis, par symétrie,
on multiplie le résultat par 4 pour obtenir I’angle solide relatif au rectangle complet.

sSintmax =

P

Q1 rectangle = 4 Arcsin——
'\‘Illqz + hz'ﬁ\,.lllpz_'_ }12

cos(0) h
dQ = ds. avec dS = dx.dy, cos(0) = - et r =./x?+ y? + h?

r2

3
Donc: d == dxdy = h.(x* + ¥ + h?) 2 dxdy

3

P (4 -2
0= h.f f (x* +y%2+h%?) dxdy
x=0y=0

On intégre d’abord par rapport a x pour obtenir une fonction i(y) :
p 3 p 3

i(y) = f (x* +y*+ h?*)2dx =f (x* + k) 2dx avec k = y* + h?
x=0 x=0

P

1 1 1
i) x(k+x*)72[  pk+p?) 2 ph®+p*+y°)2
1 = = =
y k k h? +y?




1
2 2 2\ 2
Doi: @ = ol [1, P 2

h2+y?
1' 2
Onposey = h.tana => dy = (cosza> da avecm = 1+ tan‘a
On trouvera :
qamax
sin(a)

"ﬂ¢1==1111l(Lx li. $;i1l(:6[) (l‘][ = A/l1~(:1;i11'(

a=0 h2 h2
\/(1 + —pz —sin? (a)) 1+ ?
- ]

On déduit I’angle solide total, délimité par le rectangle de cotés a=2p et b=2q, en multipliant
le résultat précédent par 4.

() rectangle = 4Arcsin—— P9

Jo? +h2 jp2+h2

e Sihesttresinférieurapetqonal ~4Arcsinl = 4n/2 = 2n
e Sihesttres supérieurpetqonaf) ~4Arcsin0 = 0

e Pouruncarré,p = qetcarré = 4 Arcsin (p*/p* + h?)

e Pour un carré avec h >> p 2 carré ~ 4 Arcsin (p*/h?)

Puisque la surface d'une sphére vaut 4r.R?, un angle solide {lest toujours compris entre (et 4.

I11.  Angle solide délimité par une calotte sphérique :

Soit ¥ I'angle qui permet de définir les limites de la calotte et r le rayon de la sphére.
rosiTuo

= [¥3




Si on décompose la calotte en anneaux de largeur infiniment petite dwet de position «,
chaque anneau a une largeur r. da, une longueur 2rrsin(a) ,

Donc une surface
dS = rda.2m.r.sina = 2x.r sina .da
Donc, la surface de toute la calotte vaut

= _g 2x. 1 sine . do

B ZH.FE[— cclsar] ¥
0
=2mri[l - cos |

Donc, I'angle solide recherché vaut :
Q= 2r.[l — cosg]
On vérifie bien que Sig = 0 0 — 0

etquesi¥ — 7. £ — 4m(13 calotte devient étendue a toute la sphére)

IVV. Angle solide sous lequel on voit une sphere :

Il faut distinguer différents cas, selon la position relative du point et de la sphére.

1) Sile point M est a I'intérieur de la sphére, la surface interne de celle-ci occupe tout I'horizon.
Doncfl =4 m.




2) Sile point M est juste sur la surface de la sphére, elle lui cache exactement la moitié de
I'horizon. Donc £2 = 2 1.

%
T~

3) Sile point Mest a I'extérieur de la sphére :

7l -

On peut écrire :

R
Sin(a) = ]

Donc:

R2
Cos(a) = |1 3

On peut alors utiliser la relation démontrée précédemment :
Q = 2m. (1 — cos(g))
RZ
=2n.(1— [1— F)

V. Angle solide sous lequel on voit une surface infiniment
petite dS depuis un point O :

Soit ¥I'angle que font la droite QM et un vecteur d:a’"perpendiculaire a la surface dSen son
milieu M.

Il s'agit bien sdr de I'angle solide du cdne de sommet {Js'appuyant sur les cotés de la surface
ds.



Pour calculer cet angle solide €2, nous allons appliquer la définition précédente et calculer la
surface délimitée par notre cone sur une sphére de centre (et passant par M.

Comme I'angle solide dQest infiniment petit, cette surface élémentaire est assimilable a sa
projection sur le plan tangent a la sphére en ce point M. Elle vaut donc dS.cos¢ et on en
déduit :

_ dS.cosg

dQ
=



